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Abstrakt: 
 
 Práce se zabývá počítačovou simulací fraktálních kapacitorů. Prozkoumán je zejména 
vliv geometrie na kapacitu. K simulacím je použito programů Matlab, SolidWorks a Comsol 
Multiphysics. Dále je zahrnuto několik konkrétních příkladů geometrického uspořádání 
kapacitorů, jejich vzájemné porovnání a zhodnocení výsledků. 
 
 
 
Abstract: 
 
 This work is focused on computer simulations of fractal capacitors. The geometry of 
capacitors and its influence is investigated. Simulations are realized in programs Matlab, 
SolidWorks and Comsol Multiphysics.  There are also several specific examples of different 
geometrics of capacitors their comparisons and assessment. 
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Úvod 
 
Záměrem této práce je zhodnocení vlastností fraktálních kapacitorů. Pravděpodobně 
první článek týkající se fraktálních kapacitorů vyšel v roce 1992 [19], zabývající se zvětšením 
elektrody elektrolytického kondenzátoru naprášením tantalu, který po naprášení vykazoval 
fraktální strukturu. Po menší odmlce vyšel v roce 1998 další článek [10], který se zabývá 
laterálními kapacitory a jejich spojením s fraktální geometrií. Autoři tohoto článku vlastní 
patent US6084285 [14], který v originále nese titul Lateral flux capacitor having fractal-
shaped perimeters, což se dá přeložit jako Laterální kapacitor s fraktálním obvodem (význam 
pojmu laterální kapacitor je dále v textu vysvětlen). Právě důvod, že existuje několik 
publikací věnovaných fraktálním kapacitorům, byl hlavním motivem zkoumání, zda a v čem, 
je výhodné zavést tuto problematiku do praxe.  
 
Fyzikální formulace problému fraktálního kapacitoru vede na jednu či více parciálních 
diferenciálních rovnic. Analytické řešení těchto rovnic s ohledem na geometrii kapacitorů 
není možné, proto se využívá numerických metod. Mezi nynější dostupný software, který umí 
řešit tyto rovnice, nejčastěji metodou konečných prvků, se řadí například: Ansys, Maxwell, 
CST Studio a Comsol Multiphysics. Každý z programů má svoji určitou specializaci, výhody 
a nevýhody. V této práci byl použit program Comsol Multiphysics verze 4.1. Subjektivním 
porovnáním s ostatním software má Comsol důmyslněji propracované uživatelské rozhraní, 
které je v ovládání značně intuitivní. Z praktického pohledu má tento program velkou výhodu 
v možnosti propojování různých výpočtů, nabízí se například, jak je v práci předvedeno, 
simulace teplotní roztažnosti kapacitoru a její vliv na kapacitu, což není zcela obvyklé a 
jednoduché na výpočet. 
 
V době, kdy vznikaly nápady využít fraktální geometrii, nebylo k dispozici mnoho 
nástrojů jak efektivně spočítat kapacitu složitějších struktur. Ve článcích, které se zabývají 
fraktálními kapacitory, se často pracuje s myšlenkou, že fraktální rozhraní zvětší délku 
(respektive plochu) elektrod a bude tak dosaženo větší kapacity. Motivem využití fraktálů je 
jejich neomezeně rostoucí délka. 
 
S ohledem na výsledky, které jsou shrnuty v závěru a detailně rozepsány v odpovídajících 
kapitolách, je práce více zaměřena na tvorbu geometrie a softwarového řešení jak geometrii 
modelovat. Metody zde popsané mohou posloužit i pro jiné účely, například v oblasti návrhu 
fraktálních antén a dalších inženýrských odvětví, kde hrají klíčovou roli geometrie a 
počítačová simulace dané problematiky. 
 
Obsahově je práce rozdělena do dvou částí. První část se zaobírá fraktální geometrií, 
jejími základy a několika příklady s výpočty. První část je zakončena představením hladkého 
fraktálu, který doposud nebyl popsán v odborné literatuře. Druhá část se zabývá 
elektrostatikou, laterálními kapacitory, srovnáním konvenčního interdigitálního a fraktálního 
kapacitoru, tvorbou geometrie a dalšími simulacemi s konkrétními modely.  
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1 Fraktální geometrie 
 
Počátky fraktální geometrie a její vznik sahají do konce 19. století. Zřejmě první 
matematický popis fraktálu spatřil světlo světa už v roce 1872, kdy Karl Weierstrass [13] 
představil spojitou matematickou funkci, která nemá v žádném bodě derivaci. Reakce většiny 
matematiků byly na tento objev spíše negativní. Avšak na podobné nezvyklé geometrické 
útvary upozornila i řada jiných předních matematiků. Jedním z dalších průkopníků byl Georg 
Cantor, v roce 1884 objevil Cantorovo diskontunium (obr 3.1). Následně roku 1904 Hége von 
Koch objevil Kochovu křivku (obr. 3.2 a obr 3.3), jeden z nejznámějších fraktálů. Později 
v roce 1918 Gaston Julia a Pierre Fatou popsali konstrukce Juliových množin a roku 1918 
nastal další velmi důležitý mezník v historii fraktálů, Felix Hausdorff definoval Hausdorffovu 
dimenzi, což je jeden ze základních pilířů, o které se fraktální geometrie opírá. 
 
Za zakladatele fraktální geometrie je považován francouzský matematik Benoit 
B. Mandelbrot, který se k této teorii dopracoval studiem chyb v telekomunikačních sítích. 
Jako první zavedl pojem fraktál, údajně se inspiroval slovníkem z latiny svého syna, kde 
spatřil slovo fractus, což znamená rozbitý, zlomený. Tento pojem se celosvětově velmi rychle 
rozšířil.  
 
Dnešní fraktální geometrie se rozrostla na mnoho velkých samostatných odvětví, lze ji 
nalézt ve fyzice, informatice, geologii, meteorologii, biologii dokonce pro svůj zajímavý a 
působivý vzhled zasahuje i do  moderního umění - fractal art [1]. Fraktální geometrie má také 
spojitost s nelineárními dynamickými systémy a chaosem, více například v literatuře [17], 
[18]. 
1.1 Fraktály 
 
Podle definice B. Mandelbrota je fraktál geometrický útvar, který můžeme rozdělit do 
menších částí tak, že každá z těchto částí je (alespoň přibližně) zmenšenou kopií celku. [6]. 
Tato definice implikuje následující dvě vlastnosti. Fraktál je soběpodobný (tzv. homotetie),  
při změně měřítka pozorujeme stále stejný tvar. Druhou vlastností je na pohled velmi složitý 
tvar, který je generován naopak velmi jednoduchým stále se opakujícím (rekurzivním) 
pravidlem. 
 
Dalšími atributy fraktálu jsou soběpodobnost a soběpříbuznost. Soběpodobností lze 
definovat fraktál, který se opakuje ,,sám v sobě“, dobrým příkladem je např. Sierpińského 
trojúhelník. Mezi soběpříbuzné fraktály řadíme ty, které se vyznačují kopií původního tvaru v 
jejich určitém výseku, např. Hilbertova křivka. Do této skupiny patří i struktury vyskytující se 
v přírodě, lesy, mraky, hory atd. 
 
Přesněji matematicky vyjádřeno, fraktál je množina, jejíž Hausdorffova dimenze je ostře 
větší než dimenze topologická. [7] 
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1.2 Dimenze fraktálu 
 
Pro většinu obvyklých objektů (bod, přímka, krychle..) stačí k matematickému popisu    
n-dimenzionální prostor, kde n je přirozené číslo, n = 0,1,2,3.. Pokud počet rozměrů odpovídá 
počtu parametrů, kterými lze určit jakýkoliv bod objektu, jedná se o topologickou dimenzi 
[13]. 
 
Bylo zjištěno, že některé geometrické útvary nelze jednoduše popsat těmito celočíselnými 
dimenzemi. V těchto případech dochází k tomu, že popis objektu je závislý na zvoleném 
měřítku. Vhodným příkladem  k vysvětlení tohoto jevu je pobřeží Bretaně, při jehož měření si 
matematik L. F. Richardson uvědomil, že délka pobřeží je závislá na velikosti měřidla. Bude-
li použito čím dál menší měřidlo, naměřená délka pobřeží se bude neustále zvyšovat, tato 
skutečnost se označuje jako Richardsonův efekt. Richardson odvodil empirický vztah 
popisující tuto vlastnost [13]: 
 
𝐾 = 𝐶 ∙ 𝜀𝐷   (1.1) 
 
kde: 𝜀 – délka měřidla , 𝜀 > 0 
  𝐶 – konstanta úměrnosti 
  𝐾 – celková délka aproximace (𝐾 = 𝑁) 
  𝐷 – Hausdorffova dimenze (někdy též značená Kolmorova) 
 
Hausdorffova fraktální dimenze  
 
Měření délky křivky s celočíselnou topologickou dimenzí při změně měřítka, nemá vliv 
na výsledek, který bude vždy stejný a to pro jakékoliv měřítko. Objekty s celočíselnou 
dimenzí se nazývají geometricky hladké, do této kategorie spadají obvyklé geometrické 
útvary euklidovského prostoru. 
 
V případě, že změna měřítka má vliv, při neustálém zmenšování měřítka délka narůstá do 
nekonečných rozměrů, jedná se o křivku s neceločíselnou dimenzí, kterou definuje 
Hausdorffova dimenze. Neceločíselná fraktální dimenze vznikne v situaci, kdy křivka má 
nekonečnou délku, avšak její hranice zabírá konečnou plochu, tím pádem dimenze musí být 
větší než 1 (dimenze křivky), protože dosahuje nekonečné délky, ale zároveň menší než 2 
(dimenze plochy), protože není vyplněna celá rovina. Toto analogicky platí i pro objekty 
s vyšším počtem dimenzí. Důležitým poznatkem také je, že čím více je rozdílnější fraktální a 
topologická dimenze, tím více je daný objekt členitější [5]. 
 
 
 Výpočet Hausdorffovy fraktální dimenze 
 
Způsobů jak vypočítat fraktální dimenzi existuje více, podrobněji viz. [8]. Dimenze je 
možné rozdělit do dvou kategorií [13]: 
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- metrické dimenze, závislé na metrických vlastnostech 
- informační dimenze, závislé na pravděpodobnostních vlastnostech 
 
Informační dimenze se uplatňují při výpočtech v dynamických systémech, jsou vhodné 
zejména pro časové vývoje systémů, které jsou obvykle stochastické. Do kategorie 
metrických dimenzí spadá Hausdorffova dimenze, její výpočet je naznačen v následujících 
odstavcích. 
 
Matematická definice Hausdorffovy fraktální dimenze (1.2) [13]: 
 
𝑑𝑘 = lim𝜀→0
log 𝑁 𝜀 
log  
1
ε
 
  (1.2) 
kde 𝑑𝑘  – fraktální dimenze 
  𝑁 𝜀  – faktor změny délky, počet elementárních útvarů 
  
1
ε
 – faktor změny měřítka 
 
Ze vztahu (1.2) je patrné, že hodnota fraktální dimenze není závislá na základu logaritmu. 
 
 Výpočet Hausdorffovy dimenze pro úsečku 
 
Nejjednoduší příklad na demonstraci výpočtu fraktální dimenze je úsečka jednotkové 
délky. Rozdělením úsečky na 𝑁 dílků se dosáhne shodných vlastností jako při 𝑁-násobném 
zvětšením. Z toho vyplývá měřítko úsečky (4.2): 
 
𝜀 =
1
𝑁
  (1.3) 
kde 𝜀 – měřítko 
  𝑁 – počet dílků 
 
Podle Richardsonova empirického vztahu (1.1) platí: 
 
𝑁 ∙ 𝜀𝐷 = 1  (1.4) 
 
kde 𝐷 - fraktální dimenze 
 
Jednoduchou úpravou se získá vztah: 
 
𝐷 =
log 𝑁
log
1
𝜀
  (1.5) 
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Dosazením (1.3) do (1.5) vychází: 
 
𝐷 =
log 𝑁
log 𝑁
 = 1  
 
Výpočtem bylo zjištěno, že dimenze úsečky je rovna 1, což se shoduje s topologickou 
dimenzí. Podle definice fraktálu lze konstatovat, že úsečka není fraktální útvar, protože 
dimenze topologická není ostře větší než dimenze topologická.  
 
 Výpočet Hausdorffovy dimenze pro čtverec 
 
Obdobně jako pro úsečku se postupuje pro čtverec. Měřítko plochy čtverce je dáno 
vztahem: 
 
𝜀 =
1
𝑁
1
2
  (1.6) 
 
Odmocnina u členu 𝑁 je dána vlastností plochy čtverce, 𝑁-násobnému zvětšení odpovídá 
zvětšení plochy s druhou mocninou. Po dosazení (1.6) do vztahu (1.5) vychází dimenze 𝐷 = 2. 
Dle definice opět vyplývá, že čtverec, stejně jako úsečka, není fraktál. 
 
 Zobecnění výpočtu Hausdorffovy dimenze 
 
Zobecněním výpočtu fraktální dimenze se získají vztahy [13]: 
 
měřítko 𝜀:   𝜀 =  
1
𝑁
1
𝐷
  (1.7) 
 
fraktální dimenze 𝐷:  𝐷 =
log 𝑁
log
1
𝜀
  (1.8) 
 
Vztah (1.8) platí pouze pro fraktály, které jsou soběpodobné. Při výpočtu u 
soběpříbuzných fraktálů se používá obecnějšího vztahu (1.2). 
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2 Generace fraktálů 
 
Fraktály mohou být konstruovány několika různými způsoby, z toho nejpoužívanější jsou 
IFS a L-systémy. 
 
2.1 IFS – Systém iterovaných funkcí 
 
Ke konstrukci některých fraktálů se využívá afinních transformací, které jsou založeny na 
několika základních opakujících se operacích – posun, rotace a změna velikosti původního 
objektu. 
 
Matematický popis afinní transformace aplikované na bod o souřadnicích x1, x2 je dán 
vztahem (2.1) [13] : 
 
𝑤 𝑥 = 𝑤  𝑥1
𝑥2
 =  
𝑟1 cos𝜑 −𝑟2 sin𝜗
𝑟1 sin𝜑 𝑟2 cos𝜗
 +  𝑒
𝑓
   (2.1) 
 
kde: 𝜑 - úhel pootočení osy x 
  𝜗 - úhel pootočení osy y 
  𝑟1 - změna měřítka osy x  
  𝑟2 - změna měřítka osy y  
  e, f – parametry udávající posunutí vůči původním osám 
 
Afinní transformaci lze použít pro nekonečně mnoho transformací (iterací). Nutnou 
podmínkou správné konstrukce fraktálu je kontraktivita. Kontraktivní zobrazení je takové, 
kdy se po jeho aplikaci vzdálenost dvou bodů zmenší. 
 
Afinitní transformace je aplikovatelná pro konstrukci soběpodobných i soběpříbuzných 
fraktálů: 
 
Soběpodobné fraktály vzniknou pomocí determistického algoritmu, každá transformace je 
přesně definována  a provádí se vždy se stejnou pravděpoobností. 
 
Soběpříbuzné fraktály vznikají aplikací stochastického algoritmu, kde figuruje další 
proměnná – pravděpodobnost p, která určuje s jakou pravděpodobností dojde k dané 
transformaci. 
 
Do skupiny fraktálů generovaných deterministickým algoritmem patří např. S. trojúhelník 
(obr. 3.4). Výsledkem stochastického algoritmu může být opět S. trojúhelník, avšak jeho tvar 
bude deformován v závislosti na zvolené pravděpodobnosti p u daných transformací. 
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Matematický zápis výsledného zobrazení IFS (HIFS)  je dán vztahem (2.2) [13] : 
 
𝐴𝑛+1 =  𝑤𝑗  𝐴𝑛 
𝑛
𝑗=1    (2.2) 
 
kde: 𝐴𝑛+1 – sjednocení všech předchozích iterací 
  𝑤𝑗  – transformace objektu, pro HIFS platí 𝑤𝑗 ∝  𝑝𝑗  
 
Některé fraktály konstruované pomocí IFS se dají generovat L-systémy. 
 
2.2 L-systémy 
 
Tento zápis vytvořil maďarský biolog Arstid Lindermayer za účelem formálního popisu 
biologických systémů na počítači. L-systémy jsou založeny na myšlence, že vznik objektu 
(rostliny) je pouze vykonání předem daných operací. 
 
Matematický popis L-systému je dán vztahem (2.3) [7]: 
 
𝐺 =  𝑉, 𝑆,𝑤,𝑃   (2.3) 
 
 
kde: 𝑉 - množina proměnných, které se dají přepsat 
  𝑆 - konstanty 
  𝑤 - startovací hodnota procesu (axiom) 
  𝑃 – množina pravidel určujících, který element z 𝑉 se má přepsat 
 
Ukázka L-systému: 
 
 proměnné 𝑉: 𝐴,𝐵 
 konstanty 𝑆:  nezadány 
 axiom 𝑤:  𝐴 
 pravidla 𝑃:   𝐴 → 𝐵 , (𝐵 → 𝐴𝐵) 
 
iterace: 𝐴 
iterace 𝐵 
iterace 𝐴𝐵 
iterace 𝐵𝐴𝐵 
 
Pozn.:  Zadaná struktura vytvoří posloupnost Fibonacciho čísel (1,1,2,3,5..) 
 
Proměnné, které se přepisují, se dají chápat jako geometrické útvary. Konstanty 𝑆  se 
používají pro zaznamenání pozice, návratu k pozici apod. 
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Ukázka funkce konstant: 
 
Sekvence: 𝐴 + 𝐴!𝐴 − 𝐴?𝐴   
konstanty: otočení o definovaný úhel vlevo + 
   otočení o definovaný úhel vlevo -   
   uložení pozice a úhlu natočení ! 
   načtení pozice a úhlu natočení ? 
 
Vykonáním sekvence tedy dostaneme – vykreslení 𝐴 , otočení vlevo, vykreslení 𝐴 , 
uložení pozice a úhlu, vykreslení 𝐴, otočení vpravo, vykreslení 𝐴, načtení uložené pozice a 
úhlu, vykreslení 𝐴. 
 
L-systémy jsou vhodné zejmána při vykreslování struktur keřů, stromů, rostlin atd. 
3 Základní fraktály 
 
Fraktálů existuje nespočetné množství. V následnující kapitole jsou stručně popsány 
některé základní fraktály a jejich konstrukce. 
 
Cantorovo diskontinuum 
 
Cantorovo diskontunium může být graficky vyjádřeno více způsoby. Při zobrazení 
pomocí úseček se postupuje tak, že každou následující iterací je úsečka rozdělena na tři stejné 
části, z nichž prostřední část je odstraněna. Tento postup je aplikovatelný i na jiné útvary než 
je úsečka. Grafické znázornění obsahuje obr (3.1): 
 
 
Obrázek 3.1 - Cantorovo diskontinuum 
 
Fraktální dimenze Cantorova diskontinua odpovídá hodnotě 𝐷 ≈  0,6309 [5]. 
 
Kochova křivka 
 
Ke konstrukci Kochovy křivky se používá iniciátor a generátor. Iniciátor je původní 
geometrický útvar (obr. 3.2 vlevo) a generátor útvar, kterým je v každé iteraci nahrazena 
původní (předchozí iterací vzniklá) část (obr. 3.2 vpravo). Postupnou iterací vzniká Kochova 
křivka se stále větším rozlišením a neustále se zvětšuje délka křivky. Záměnou inicializátoru 
za rovnostranný trojúhelník je vytvořena Kochova vločka, viz obr. 3.3. 
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Obrázek 3.2 - Iniciátor (vlevo) a generátor (vpravo) Kochovy křivky 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Obrázek 3.3 - Kochova vločka, délka Kochovy křivky 
 
Fraktální dimenze Kochovy křivky odpovídá hodnotě 𝐷 ≈  1,26185 [5]. 
 
Sierpinského trojúhelník 
 
Konstrukce Sierpinského trojúhelníku (obr. 3.4) je obdobná jako v předchozích případech. 
Nechť je dán rovnoramenný trojúhelník. Z tohoto trojúhelníku je vyjmuta část, kterou tvoří 
vepsaný trojúhelník, jehož vrcholy se dotýkají středu stran původního trojúhelníku. Tento 
princip se neustále opakuje na všechny části vzniklé z předchozí iterace. 
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Obrázek 3.4 - Sierpinského trojúhelník 
 
Fraktální dimenze Sierpinského trojúhelníku odpovídá hodnotě 𝐷 ≈  1,58496 [5]. 
 
Sierpinského koberec 
 
Tato konstrukce je určitou paralelou vůči Sierpinskému trojúhelníku, pouze s tím 
rozdílem, že původní plochu tvoří čtverec a část, která se odstraní je čtverec umístěný 
uprostřed o ploše 1/9 původní plochy. Postupnou iterací jsou opět odstraňovány další části 
původní plochy, viz obr. 3.5. 
 
 
 
Obrázek 3.5 - Sierpinského koberec 
 
Fraktální dimenze Sierpinského koberce odpovídá hodnotě 𝐷 ≈  1,8928 [5]. 
 
3.1 Sinus fraktál 
 
Následující struktura byla vytvořena speciálně pro aplikaci fraktálních kapacitorů. 
Zajímavostí této křivky je, že na rozdíl od ostatních známých fraktálů je hladká, jinými slovy, 
má derivaci. Ke stanovení přesného matematického popisu by byl potřeba důkladnější 
výzkum. V textu bude křivka označována jako sinus fraktál. 
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Obrázek 3.6 - Sinus fraktál 
 
Původní iniciační křivkou je sinusoida, další iterace jsou tvořeny součtem původní křivky 
s dalšími zmenšenými sinusovkami tak, že přičtená sinusovka sleduje původní křivku. Pro 
dosažení symetrie je perioda sinusovek volena tak, aby se v další iteraci přičetl vždy 
celočíselný počet sinusovek. Vykreslená křivka s amplitudou 0,2 a periodou odpovídající 
sedmi opakování je na obrázku 3.6 a 3.7 (2. iterace).  
 
 
Obrázek 3.7 - Sinus fraktál, 2. iterace 
 
Fraktální dimenze 𝐷 byla empiricky stanovena na přibližnou hodnotu: 
 
𝐷 =
log𝑁
log
1
𝜀
≈
log 7
log 5,4
≈ 1,15 
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Kde 𝑁 je 7 nově vzniklých útvarů a 
1
𝜀
 odpovídá přibližné hodnotě 5,4. Hodnota fraktální 
dimenze se liší v závislosti na amplitudě a frekvenci sinusovek. 
 
Způsob tvorby popsaného sinus fraktálu lze zobecnit pro různé hladké křivky. 
Analogicky může být na vhodnou iniciační křivku superponována jakákoliv jiná křivka, např. 
periodicky se střídající půlkružnice, polynomické křivky apod. 
 
Hladký fraktál lze také vytvořit z některého známého fraktálu užitím splajnu nebo 
nahrazením všech ostrých hran obloučky se zadaným poloměrem. V programu SolidWorks 
byly na ukázku nakresleny dva příklady pro Kochovu Křivku, viz. obrázek 3.8.  
 
 
Obrázek 3.8 - Zaoblení Kochovy křivky 2. a 3. iterace splajnem (vlevo) a obloučkem s 
konstantním poloměrem (vpravo) 
4 Elektrostatika 
 
Následující odstavce obsahují základní fyzikální poznatky týkající se elektrostatiky, které 
jsou nutné pro jakékoliv simulace a jsou také implementovány v simulačním programu 
Comsol Multiphysics. Další podrobnosti se nacházejí v odborné literatuře, např. [12],[4],[3]. 
Na konci kapitoly je uveden příklad výpočtu kapacitoru pomocí uvedených vztahů. 
 
Elektrostatika je část fyziky zabývající se studiem elektrických jevů, za předpokladu, že 
změny velikosti a polohy elektrických nábojů jsou stacionární nebo jejich časová změna má 
zanedbatelný vliv. 
 
4.1 Gaussův zákon elektrostatiky 
 
Gaussův zákon je oproti Coulombovu zákonu vhodný zejména při výpočtech se 
symetrickým rozložením nábojů. Při výpočtech se uvažuje tzv. Gaussova plocha, jedná se o 
libovolně zvolenou plochu, nejlépe symetrickou, která musí být uzavřená. 
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Gaussův zákon vyjadřuje vztah mezi tokem vektoru intenzity elektrického pole  Φ 
Gaussovou plochou a celkovým nábojem 𝑄 uvnitř plochy, kde tok vektoru elektrické intenzity 
𝑬 ∙ 𝑑𝑺  uzavřenou plochou je roven algebraickému součtu všech nábojů uvnitř uzavřené 
plochy, dělený elektrickou permitivitou. Vyjádřeno v integrálním tvaru: 
 
Φ =   𝑬 ∙ 𝑑𝑺 =
𝑄
𝜀0𝑆
  (4.1) 
 
Vydělením obou stran rovnice nekonečně malým objemem přejde rovnice do 
diferenciálního tvaru: 
lim
V→0
1
V
  𝑬 ∙ 𝑑𝑺 = lim
V→0
1
V
∙
𝑄
𝜀0𝑆
 
diferenciální tvar: 
div 𝐄 =
ρ
ε0
  (4.2) 
 
Náboj 𝑄  je celkový náboj daný algebraickým součtem všech nábojů uvnitř Gaussovy 
plochy. Jakýkoliv náboj ležící vně Gaussovy plochy nemá na výpočet vliv. Náboje ležící 
mimo Gaussovu plochu tvoří vnější elektrické pole, které prostupuje uvažovanou plochou, 
avšak toto pole nijak nepřispívá k celkovému toku elektrické intenzity plochou Φ, protože 
všechny silokřivky, které do plochy vstupují, z plochy zároveň vystupují. 
 
 
Vztah mezi potenciálem 𝜑 a elektrickou intenzitou 𝑬 [12]: 
 
1) Výpočet potenciálního rozdílu v počátečním bodě 𝐴 a koncovém bodě 𝐵 při známé 
elektrické intenzitě: 
𝜑𝐵 −𝜑𝐴 =  − 𝑬 ∙ 𝑑𝒍
𝐵
𝐴
  (4.3) 
 
 
2) Výpočet elektrické intenzity 𝑬 ze známého potenciálu 𝜑: 
 
𝑬 =  −𝑔𝑟𝑎𝑑 𝜑  (4.4) 
 
 
4.2 Poissonova a Laplaceova rovnice elektrostatiky 
 
Poissonova rovnice je označována jako základní rovnicí elektrostatiky. Jedná se o 
parciální diferenciální rovnici druhého řádu pro elektrostatický potenciál v místech 
s konečnou hustotou náboje. Pomocí Poissonovy rovnice lze ze známého rozložení nábojů 
stanovit potenciál. 
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Poissonova rovnice vznikne spojením Gausova zákona v diferenciálním tvaru (4.2) a 
vztahu (4.4) pro elektrickou intenzitu 𝑬[12] : 
 
𝑑𝑖𝑣  𝑔𝑟𝑎𝑑 𝜑 =  −
𝜌
𝜀0
 
 
Zapsáno pomocí Laplaceova operátoru: 
 
∆𝜑 =  −
𝜌
𝜀0
  (4.5) 
 
Laplaceova rovnice je speciálním případem Poissonovy rovnice, popisuje elektrické pole 
v  oblasti bez prostorového náboje, které je buzeno pouze elektrickým polem vnějších nábojů. 
 
∆𝜑 =  0  (4.6) 
 
Hraniční podmínky [12], [9]: 
 
1) Dirichletova úloha – rozdělení náboje uvnitř objemu uzavřeného plochou je 
jednoznačně určeno zadáním potenciálu 𝜑 na dané uzavřené ploše  
 
2) Neumannova úloha – řešení je jednoznačně určeno zadáním intenzity elektrického 
pole 𝑬 (normálová derivace potenciálu) na hraniční ploše. 
 
4.3 Kondenzátor, kapacita a její výpočet 
 
Kondenzátor je soustava dvou vzájemně elektricky izolovaných elektrod, které nesou 
stejně velký elektrický náboj opačného znaménka, takže siločáry elektrického pole se 
nacházejí pouze v prostoru mezi elektrodami. 
 
Kapacita je definována vztahem: 
𝐶 =  
𝑄
𝑈
  (4.7) 
 
Kde 𝑄 je náboj na kladné elektrodě, resp. absolutní hodnota náboje záporné elektrody a 
napětí 𝑈 je rozdíl potenciálů elektrod. Ačkoliv ve vztahu figuruje náboj a napětí, kapacita je 
závislá pouze na geometrii kondenzátoru (na dielektriku). Čím větší je kapacita kondenzátoru, 
tím větší náboj musí být přenesen na jeho elektrody, aby bylo dosaženého požadovaného 
napětí 𝑈 = 𝑄/𝐶  [3].  
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Výpočet kapacity kondenzátoru 
 
Obecný postup výpočtu kapacity ze známé geometrie sestává z následujících bodů [3]: 
 
1) vyjádření náboje 𝑄 na deskách kondenzátoru 
2) určení intenzity 𝑬, která je buzena nábojem (Gaussův zákon, vztah 4.1) 
3) určení napětí 𝑈 na kondenzátoru  
4) ze známého napětí a náboje se dopočítá kapacita (4.7) 
 
Kapacitu lze spočítat také dle vztahu 4.8, jako podíl druhé mocniny celkového náboje a 
energie potřebné k nabití kapacitoru. Vlastnost, která se také při výpočtu uplatňuje, je 
soustředění energie nabitého kondenzátoru v elektrickém poli mezi elektrodami (vztah 4.9). 
Práce k přenesení celého náboje, kterým se kapacitor nabije odpovídá: 
 
𝑊𝑒𝑥𝑡= 
𝑄2
2𝐶
   (4.8) 
 
Tato práce je zároveň rovna energii elektrostatického pole kondenzátoru [11]: 
 
𝑊𝑒𝑥𝑡 =   𝑫 ∙ 𝑬 𝑑𝑉Ω   (4.9) 
 
 
kde Ω – geometrická oblast, ve které se elektrické pole rozprostírá 
  𝑫 – indukce elektrického pole 
 
Postup výpočtu kapacity – deskový kondenzátor 
 
Následující příklad ukazuje obecný způsob, jak se spočítá kapacita deskového 
kondenzátoru se čtvercovými elektrodami (vzájemně vzdálené 𝑑 ) tvořené krychlovým 
dielektrikem (o hraně 𝑑), dle bodů 1 – 4. Zjednodušujícím předpokladem je, že elektrické pole 
se rozprostírá pouze mezi deskami elektrod a dielektrikum je tvořeno vakuem. 
 
1) Náboj 𝑄 je spojitě rozložen na elektrodách, vektor intenzity 𝑬 se rozprostírá pouze 
mezi deskami kapacitoru (Obr. 4.1) 
 
2) Gaussova plocha je zvolena tak, aby zahrnovala celkový náboj kladné elektrody. 
Protože platí, že normálový vektor plochy 𝑑𝑺  a intenzita 𝑬  jsou rovnoběžné, tzn. 
vektorový součin se v tomto případě změní na skalární, lze psát: 
 
 𝐸 ∙ 𝑑𝑆 =
𝑄
𝜀0𝑆
 
 
𝑄 =  𝜀0 ∙ 𝐸 ∙ 𝑆 
kde 𝑆 je plocha elektrod. 
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3) Napětí se vypočte z následujícího vztahu, dosazuje se potenciál kladné (odpovídá v 
horní mezi vzdálenosti 𝑑) a záporné elektrody (spodní  mez je rovna nule) . Protože 
vektory jsou opět rovnoběžné, platí: 
 
𝑈 = 𝜑𝐵 − 𝜑𝐴 =  − 𝐸 ∙ 𝑑𝑠
𝑑
0
= 𝐸 ∙ 𝑑 
 
4) Dosazením napětí 𝑈 a náboje 𝑄 do vztahu 4.7 : 
 
𝐶 =  
𝑄
𝑈
=
𝜀0 ∙ 𝐸 ∙ 𝑆
𝐸 ∙ 𝑑
= 𝜀0 ∙
𝑆
𝑑
 
 
 
Obrázek 4.1 - Znázornění intenzity elektrického pole a rozložení potenciálu v dielektriku 
deskového kapacitou, pohled v řezu 
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5 Fraktální kapacitory  
 
Kapacitory jsou velmi důležitým prvkem elektrických obvodů. Dnešním trendem je snaha 
dosáhnout co největší miniaturizace součástek a zároveň získat co největší kapacitu. Tento 
problém znamená zvýšit efektivitu využití prostoru který kapacitor zaujímá. Pro zjednodušení 
bude uvažováno, že elektrické pole se nachází pouze mezi elektrodami, takže struktury budou 
mít podobné vlastnosti jako deskové kapacitory. Dalším předpokladem pro následující 
simulace a výpočty je stanovení relativní permitivity na hodnotu 𝜀𝑟 = 1, není-li zadáno jinak. 
 
Kapacita deskového kapacitou je dána vztahem (5.1) :  
 
𝐶 = 𝜀0 ∙ 𝜀𝑟 ∙
𝑆
𝑑
  (5.1) 
 
kde  𝐶 - kapacita [F] 
  𝜀0 - permitivita vakua [F/m] 
  𝜀𝑟  – relativní permitivita [-] 
  𝑆 – plocha elektrod [m2] 
  𝑑 – vzdálenost elektrod [m] 
 
Ze vztahu (8.1) je patrné, že velikost kapacity deskového kapacitoru je závislá na třech 
proměnných a jedné konstantě. Kapacitu tedy lze zvýšit třemi způsoby, buď změnou 
dielektrika s větší relativní permitivitou, zvětšením plochy elektrod nebo zmenšením 
vzdálenosti mezi elektrodami [10]. Poslední dva způsoby využívají fraktální kapacitory. 
 
5.1 Laterální  a deskové kapacitory 
 
Laterální kapacitory jsou tvořeny substrátem, který je z jedné strany opatřen tenkou 
vrstvou kovu. Kovová vrstva je rozdělena na dvě vzájemně oddělené části plnící funkci 
elektrod. Kapacita deskové struktury je závislá především na velikosti mezery mezi 
elektrodami, čím menší je vzdálenost, tím větší je kapacita. Z toho vyplývá, že kapacitu lze 
zvětšovat pomocí technologie umožňující zhotovit strukturu s co nejjemnějším rozlišením tak, 
aby velikost mezery byla co nejmenší. Průběh siločar elektrického pole vycházející ze 
struktury laterálního kapacitoru je znázorněn na obr. 5.1, přiblížením elektrod - zmenšením 
mezery mezi elektrodami by došlo ke zhuštění siločar v mezeře mezi elektrodami, čímž by se 
zvýšila kapacita. 
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Obrázek 5.1 
Obrázek 5.1 – Průběh siločar elektrického pole laterálního kapacitoru  
  
Protikladem laterálních struktur jsou konvenční uspořádání deskových kondenzátorů 
sestávající ze substrátu, který je opatřen kovovými elektrodami z obou stran. Nákres struktury 
s průběhem siločar elektrického pole je znázorněn na obr. (5.2). 
 
 
Obrázek 5.2 
Obrázek 5.2 – Průběh siločar elektrického pole deskového kapacitoru [10] 
 
 Z obrázků obr. 5.1 a obr. 5.2 je patrné, že technologie umožňující výrobu jemnějších 
struktur se uplatní pouze u laterálních kapacitorů, kde je kapacita závislá především na 
mezeře mezi elektrodami. Dosáhnutí vyšších hodnot kapacit u deskových struktur by 
znamenalo zvětšení plochy elektrod nebo zmenšení šířky substrátu (dielektrika). Další způsob 
realizace kapacitoru na substrátu ve dvou vodivých vrstvách, je zapojení elektrod do kříže, jak 
je naznačeno na obr. 5.3. Takto je využito jak horizontálního pole laterálního kapacitoru, tak 
vertikálního pole deskového kapacitoru. 
 
 
Obrázek 5.3 - Křížově zapojený deskový kondenzátor na substrátu [10] 
 
Důležitou vlastností laterálních kapacitorů je, že velikost kapacity je úměrná délce tvořící 
rozhraní elektrod. Protože fraktál může teoreticky vytvořit křivku o nekonečné délce, nabízí 
se toto řešení jako výhodné pro dosažení vyšších kapacit. Další výhodou laterálních 
kapacitorů je využití pouze jedné vodivé vrstvy oproti deskovým kapacitorům. 
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5.2 Fraktální vzory kapacitorů 
 
 
Smyslem fraktálních vzorů u laterálních kapacitorů je dosažení co nejdelšího rozhraní 
mezi elektrodami kapacitoru. Nejjednodušší možné rozhraní oddělující elektrody 
kondenzátoru je přímkové, viz. obr. 5.4.  
 
 
 
Obrázek 5.4 - Přímkové rozhraní elektrod laterálního kapacitoru (pohled shora, elektrody jsou 
vyznačeny šedou barvou) [7] 
  
 Pro dosažení co nejdelšího rozhraní je potřeba elektrody vytvarovat podle vzoru 
některého zvoleného fraktálu, jak je naznačeno například pro Kochovu křivku na obr. 8.5. 
 
Obrázek 5.5 - Fraktálové rozhraní elektrod laterálního kapacitoru (pohled shora, elektrody 
jsou vyznačeny šedou barvou) [7] 
 
Porovnáním obrázků 5.4 a 5.5 je zřejmé, že využitím fraktálu se délka rozhraní 
mnohonásobně prodlužuje.  
 
Vyobrazené vzory jsou tvořeny jedním kontinuálním rozhraním, avšak u některých 
fraktálů této vlastnosti docílit nelze, např. u Sierpinského koberce (obr. 3.5). V tomto případě 
by jedna elektroda byla realizována jako plocha původního čtverce a druhá elektroda by byla 
sestavena vodivým spojením všech ploch vzniklých uvnitř jednotlivými iteracemi. Velikost 
mezery rozhraní by byla dána zmenšením ploch vnitřních částí elektrod.  
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6 Počítačová simulace kapacitorů 
 
Pro účely počítačové simulace je používán komplexní simulační nástroj COMSOL 
Multiphysics (verze 4.1) s rozšiřujícím modulem AC/DC.  Program COMSOL Multiphysics 
umožňuje tvorbu geometrie (import geometrie vytvořené v jiném kompatibilním CAD 
systému), přiřazení materiálu a následně zvolení fyzikálních podmínek, parametrů či rovnic, 
které jsou řešeny metodou konečných prvků (finite element) [2].  
 
Přesnost metody je založena především na zvolené jemnosti sítě (mesh) příslušné 
geometrie, tzn. závisí na počtu uzlových bodů, ve kterých jsou rovnice počítány. Tento 
parametr lze libovolně měnit, buď použitím předdefinovaných sítí, které jsou přizpůsobeny 
lokálním vlastnostem geometrie nebo manuálně. Zpracování výsledků umožňuje tzv. post-
processing, kdy lze výsledky libovolně vykreslovat do grafů, počítat odvozené veličiny, 
křivkové, plošné integrály apod. 
 
Fyzikální rovnice elektrostatiky (uvedeny výše), na kterých je simulace založena, jsou 
v programu obsaženy jako součást AC/DC modulu. S rovnicemi je možno provádět libovolné 
změny, také lze zadat pouze obecnou matematickou formulaci rovnic v Optimization Module.  
6.1 Numerický výpočet kapacity kondenzátoru 
 
Kapacita je programem COMSOL Multiphyics počítána energiovým způsobem (energy 
method) [11], viz. kapitola 4.3. Geometrii zkoumaného modelu jsou přiřazeny materiálové 
konstanty (relativní permitivita), v místech elektrod jsou nastaveny hraniční podmínky napětí 
(terminal) nebo uzemění (ground). Velikost napětí přiřazeného elektrodám nerozhoduje o 
velikosti kapacity. 
 
6.2 Přesnost numerických výpočtů 
 
Aby byla ověřena přesnost numerických výpočtů, bylo provedeno několik jednoduchých 
simulací, které mohou být zároveň analyticky vypočteny a porovnány. Parametry sítě jsou 
uvedeny v tabulce 6.1, výsledky simulací shrnuje tabulka 6.2 [2]. 
 
 
Síť Minimální velikost elementu [m] Maximální velikost elementu [m] 
normal 0,211 1,17 
extra fine 0,0176 0,41 
Tabulka 6.1 - Vlastnosti sítě 
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Typ kapacitoru 
𝜀0 =  8, 854 187 817 ∙ 10
−12  
[F/m] 
Vlastnost sítě 
(mesh) 
Kapacita [F] 
Deskový 
8, 854 187 817 ∙ 10−12 normal 
8, 854 187 818 ∙ 10−12 extra fine 
Sférický 
4 ∙ 𝜋 ∙ 8, 857 654 267 ∙ 10−12  normal 
4 ∙ 𝜋 ∙ 8, 854 071 323 ∙ 10−12  extra fine 
Cylindrický 
4 ∙ 𝜋 ∙ 8, 854 666 830 ∙ 10−12  normal 
4 ∙ 𝜋 ∙ 8, 854 196 466 ∙ 10−12  extra fine 
Toroidní (obr. 6.1) 
4 ∙ 𝜋 ∙ 8, 715 604 020 ∙ 10−12  normal 
4 ∙ 𝜋 ∙ 8, 711 810 992 ∙ 10−12  extra fine 
Tabulka 6.2 - Numerické výpočty programu COMSOL Multiphyics 
 
Z výsledků simulací je patrné, že dosažené hodnoty jsou velmi blízké skutečným 
hodnotám. Největší odchylky 1,63 % dosahuje geometrie toroidního kapacitoru při zvolené 
extra fine síti. Tato odchylka je dokonce větší než u sítě typu normal. 
 
Rozměry kapacitorů byly voleny tak, aby ve výsledku bylo možné snadně oddělit 
konstantu 𝜀0 a porovnat ji s přesnou tabulkovou hodnotou 𝜀0.  Tabulka 6.3 obsahuje rozměry 
kapacitorů a vzorce zkoumaných geometrií. Nákres toroidního kapacitoru je zobrazen na 
obrázku 6.1. 
 
Typ kapacitoru Kapacita [F] Rozměry [m], výsledek [F] 
Deskový 𝐶 = 𝜀0 ∙
𝑆
𝑑
 
𝑆 = 1,𝑑 = 1 
𝐶 = 𝜀0 
Sférický 𝐶 = 4𝜋𝜀0 ∙
𝑟1𝑟2
𝑟2−𝑟1
 𝑟1 =
3
4
, 𝑟2 = 3 
𝐶 =  4 ∙ 𝜋 ∙ 𝜀0 
Cylindrický 𝐶 = 2𝜋𝜀0 ∙  
𝑕
ln(
𝑟2
𝑟1
)
 𝑟1 = 1, 𝑟2 = 𝑒 = 2,718. . , 𝑕 = 2 
𝐶 =  4 ∙ 𝜋 ∙ 𝜀0 
Toroidní 𝐶 = 4𝜋
2𝜀0 ∙  
𝑅
ln(
𝑟2
𝑟1
)
 𝑟1 = 1, 𝑟2 = 𝑒 = 2,718. . ,𝑅 = 𝜋 
𝐶 =  4 ∙ 𝜋 ∙ 𝜀0 
Tabulka 6.3 - Analytické vyjádření kapacity některých geometrií 
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Obrázek 6.1 - Toroidní kapacitor 
 
6.3 Vliv rozptylového pole 
 
Je-li uvažován ideální deskový kapacitor, předpokládá se, že elektrické pole je uzavřeno 
pouze mezi deskami a nezasahuje do okolí. Reálná součástka touto vlastností nedisponuje, 
elektrické pole zasahuje i vně součástky. 
 
Analytický výpočet rozptylového pole je velmi složitý, z toho důvodu byly provedeny 
pouze simulace modelů reálných prvků a porovnány s ideálními hodnotami, tab. 6.4. 
Simulován byl deskový kapacitor s různým tvarem plošných elektrod tak, aby objem 
dielektrika zůstal stejný (1 m3). Celková oblast prostoru, ve které probíhala simulace reálných 
prvků, měla rozměry krychle o straně 20 m (𝜀r = 1) a byla aplikována metoda infinite 
elements [2]. 
 
Tvar elektrod Ideální prvek Reálný prvek [F] Rozdíl v % 
Čtvercové 8,8542e-12 F 3,6527e-11 F 312 % 
Kruhové 8,8542e-12 F 3,0041e-11 F 239 % 
Tabulka 6.4 - Vliv rozptylového elektrického pole na kapacitu 
 
 Je zřejmé, že vliv rozptylového pole je nezanedbatelný, u deskového kapacitoru 
s konstantním objemem dielektrika je závislý na obvodu elektrod. Ve skutečnosti se však tato 
hodnota může od reálných prvků značně odlišovat, např. umístěním kapacitoru do prostředí 
s vyšší relativní permitivitou kapacita opět vzroste. 
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7  Simulace kapacitorů v COMSOLU a SolidWorks 
 
 
Comsol Multiphysics je komplexní program, který je schopen metodou konečných prvků 
řešit některé problémy fyziky obsahující parciální diferenciální rovnice. Do této kategorie 
rovněž spadá elektrostatika. Způsob jak lze v Comsolu modelovat a řešit kapacitory je popsán 
v následující kapitole, součástí popisu je řešený příklad na konci kapitoly. 
 
K simulaci kapacitorů je vyžadován nainstalovaný modul AC/DC. Tento modul obsahuje 
celkem osm rozhraní, každé z nich je zaměřeno na určitou část fyziky týkající se elektřiny a 
magnetismu, přehled je uveden v tab. 7.1.  
 
Elektrostatics Elektrostatika 
Electric Currents Elektrické proudy 
Electric Currents, Shell El. proudy, částice 
Magnetic Fields Magnetické pole 
Magnetic and Electric Fields Elektromagnetické pole 
Magnetic Fields, No Currents Mag. pole bez el. proudů 
Particle Tracing for ACDC Pohyb částic 
Electrical Circuit Elektrické obvody 
Tabulka 7.1 - Přehled rozhraní modulu AC/DC 
 
Pro simulaci kapacitorů je nejvhodnější rozhraní Electrostatic. Pokud je v průvodci při 
založení nového projektu vybráno toto rozhraní, následuje výběr typu studie, zde jsou 
následující možnosti, tab. 7.2 : 
 
Stationary časově nezávislé, stacionární děje 
Time Dependent děje závislé na čase 
Eigenfrequency výpočet vlastních frekvencí 
Eigenvalue výpočet vlastních čísel 
Frequency Domain frekvenční odezva ve frekvenční oblasti 
Empty Study uživatelsky definováno 
Tabulka 7.2 - Typy studií AC/DC modulu 
 
Comsol také obsahuje, pokud je nainstalováno, modul mathematics. Zde je možné řešit 
problémy elektrostatiky přímo definováním odpovídajících rovnic. Například, je-li v tomto 
modulu vybrána položka Poisson's equation, je zadána geometrie a některým hranám 
(stěnám) je přiřazena Dirichletova okrajová podmínka, která odpovídá zadání potenciálu, tak 
je výstupem stejné rozložení potenciálu (závislé proměnné) jako při řešení stejného problému 
v modulu elektrostatic. Pro účely elektrostatiky je však jednodušší využívat přímo 
specializovaný modul, kde jsou automaticky dopočítávány jednotky a podobně. 
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7.1 Geometrie v Comsolu 
 
Comsol umožňuje simulaci jak 2D, tak 3D modelů. Dimenze se vybírá se založením 
nového projektu a nelze ji dodatečně změnit. Měřítko (jednotky) se volí nejlépe při začátku 
návrhu, změna je možná kdykoliv v průběhu návrhu.  
 
Geometrii 3D objektů lze modelovat dvěma základními metodami, jednak přímým 
vytvářením objektů ve 3D, k dispozici jsou základní geometrické útvary, jednak metodou 
extrudování 2D skici v rovině. Vzniklé objekty lze booleovskými operacemi kombinovat. 
Tyto způsoby mají výhodu v tom, že rozměry je možné zadat jako parametr, který se při 
výpočtech může měnit a krokovat. Avšak pro složitější geometrie je vhodné zvolit import 
geometrie, která je předem vytvořena ve speciálním CAD systému. Krokovat importovanou 
geometrii nelze. 
 
 K importu se nabízí buď přímé načtení souboru s uloženou geometrií nebo 
propracovanější rozhraní LiveLink [20]. Toto rozhraní spolupracuje s vybranými CAD 
systémy, např. SolidWorks nebo AutoCAD. Pomocí tlačítka synchronizace se geometrie z 
CAD systému okamžitě přenese do Comsolu. Podrobnější popis importu a generace 
geometrie je popsán v kapitole 8. Z důvodu tvorby fraktálních a složitějších typů geometrií, 
která by v Comsolu byla časově náročná a neefektivní, bylo zvoleno propojení LiveLink s 
programem SolidWorks. 
 
Poslední alternativou, jak vytvářet geometrii, je přímý zásah do generovaného kódu v 
Matlabu. Tato možnost nebyla podrobněji zkoumána, zejména z důvodu potřeby rychlého 
návrhu více struktur, avšak pro jednodušší geometrie s využitím symetrií, které Comsol také 
ovládá, je tato možnost plně k dispozici. Podrobněji je způsob vytváření geometrie popsán v 
kapitole 8. 
 
7.2 Materiál, okrajové a počáteční podmínky 
 
Po vytvoření nebo importu geometrie je nutné zadat materiálové konstanty a okrajové a 
počáteční podmínky (dle zvolené studie). V případě simulace elektrostatiky se u kapacitoru 
zadává pouze okrajová podmínka pro napětí (terminal) a zem (ground). U elektrody typu 
terminal je k dispozici zadání velikosti náboje nebo potenciál. Výsledná kapacita bude shodná 
pro obě možnosti.  
 
Materiál se definuje samostatně pro každou část geometrie, stačí vyplnit konstanty 
nezbytné k výpočtům, pro kapacitory je obvykle dostačující pouze relativní permitivita. 
Comsol je vybaven vlastní knihovnou materiálů (material browser), čítající zhruba 2500 
materiálů seřazených podle vlastností. Všechny materiálové konstanty jsou editovatelné. 
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7.3 Síť 
 
Vytvoření sítě je stěžejní pro celý výpočet. Síť ovlivňuje přesnost výpočtů, protože přímo 
určuje počet bodů, ve kterých se počítá daná veličina. Comsol je vybaven automatickým i 
manuálním generováním sítě. Automatické generování sítě se snadno přizpůsobí výběrem z 
devíti přednastavených možností velikostí elementů sítě. Velikost elementů je relativní, 
vztahuje se k velikostem geometrie. Manuální generace sítě nabízí možnost samostatného 
definování velikosti elementu, počtu elementů ve struktuře a podobně. V obou případech jsou 
k dispozici dva tvary elementů, trojúhelník nebo čtverec (resp. čtyřstěn a krychle). Pokud je 
síť tvořena oběma typy sítě, je potřeba jejich rozhraní konvertovat, aby na sebe jednotlivé 
body navazovali.  
 
Při síťování složitých geometrií někdy nastávají problémy a síť nemůže být vytvořena. 
Tyto problémy nejčastěji odstraní změna velikostí elementů (velikost může být pro dvě 
nesouvislé části geometrie rozdílná), rozdělení velkých ploch na menší plochy nebo manuální 
vytvoření sítě na rozhraních kde se vyskytuje chyba.  
 
8 Tvorba geometrie 
 
Vytvoření modelu deskového kapacitoru je v Comsolu velmi snadné. Avšak pro složitější 
struktury je potřeba efektivnější způsob jak geometrii modelovat. V této práci bylo použito 
propojení mezi programem Matlab, SolidWorks a Comsol, obrázek 8.1. Užití jednotlivých 
programů s sebou přináší určité výhody.  
  
Obrázek 8.1 - Schéma tvorby geometrie pomocí Matlabu, SolidWorks a Comsolu 
 
V Matlabu je možné vytvořit matematicky definované křivky, např. sinusoidu a na ní 
aplikovat různé transformace, které lze opět přesně definovat. Tyto operace by v SolidWorks 
byly složitěji realizovatelné. Programem data2file (obrázek 8.2), který byl napsán v Matlabu 
speciálně za účelem přenosu dat mezi Matlabem a SolidWorks, a spuštěním interního importu 
zcela k dispozici k dalším úpravám. 
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Jestliže je v SolidWorks geometrie hotová, přenese se do Comsolu nástrojem LiveLink 
for SolidWorks. Tato funkce se nachází v Comsolu pod položkou geometrie. Stejně jako při 
tvorbě geometrie přímo v Comsolu je umožněno krokování, tzn. změna geometrických 
rozměrů, využitím funkce Parameters in CAD package, kde se podle názvů proměnných z 
výkresu v SolidWorks vytvoří parametry. 
 
 
Obrázek 8.2 - Program data2file který převádí křivky z Matlabu určené souřadnicemi x,y 
do formátu SolidWorks 
 
Práce s importovanou geometrií v Comsolu je tedy v podstatě stejná jako kdyby byla 
vytvořena přímo v Comsolu. Ačkoliv se následující poznámka netýká přímo geometrie, je 
vhodné se o ní zmínit. V Comsolu se pod položkou Definitions nachází funkce Selections, 
kterou je velmi výhodné užít při nastavování okrajových podmínek pro například vnější 
plochy elektrod kapacitorů. Užitím této funkce není potřeba přidávat okrajové podmínky 
postupně pro každou plochu zvlášť, ale může být vybrán celý objekt (domain) a k němu 
přiřazené vnější plochy (adjacent exterior boundaries), což velmi usnadní práci se 
složitějšími strukturami. 
 
9 Simulace fraktálního kapacitoru 
 
 Pro jednoduchou ukázku kompletní simulace fraktálního kapacitoru, od návrhu až po 
výpočet kapacity, byla vybrána struktura s Hilbertovou křivkou. 
 
 Programem SolidWorks byla vytvořena geometrie kapacitoru, která je zobrazena na 
obrázku 9.1. Jedná se o pohled shora, tloušťka struktury je 20 µm. Celková plocha kapacitoru 
je 15,02 mm
2, mezera mezi elektrodami je 0,125 mm, elektrody jsou široké také 0,125 mm. 
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Návrhu geometrií v SolidWorks je věnováno velké množství literatury, proto zde nebude 
uveden detailní popis způsobu práce v tomto programu. 
 
Obrázek 9.1 - Struktura fraktálniho kapacitoru s motivem Hilbertovy křivky 
 
V comsolu je založen nový projekt a pomocí průvodce vybrána dimenze, obrázek 9.2. Ve 
stejném okně je vybrána položka AC/DC, elektrostatika a typ studie - stacionární. 
 
 
Obrázek 9.2- Model wizard v Comsolu, výběr dimenze 
 
 Následuje nastavení jednotek geometrie, tak aby se shodovaly s jednotkami v 
importované geometrii, aby nedošlo ke změně měřítka. Pomocí funkce LiveLink for 
SolidWorks je importována geometrie, která je aktuálně otevřena na stejném počítači v 
programu SolidWorks.  
 
Dalším krokem je zadání materiálových konstant v položce Materials a okrajových 
podmínek pod položkou Electrostatics. Záporná elektroda je volena aplikací podmínky 
Ground, kladná je nastavena okrajovou podmínkou Terminal, doplní se požadovaná hodnota 
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napětí nebo náboje. Další předdefinované hodnoty není potřeba upravovat. Jednotlivé položky 
jsou v Comsolu uspořádány ve stromové struktuře, viz. obrázek 9.3. 
 
 
Obrázek 9.3 - Hlavní okno Comsolu, ukázka nastavení simulace kapacitoru s motivem 
Hilbertovy křivky 
 
 Poslední krok, který má zároveň velký vliv na přesnost výpočtů je generace sítě. Ta se 
nachází pod položkou mesh. Comsol umožňuje rychlou aplikaci předdefinované sítě, kde je 
potřeba zvolit pouze jemnost. K dispozici je také výběr různých typů síťování nebo změna 
maximálních a minimálních velikostí elementů, tato možnost je vhodná pro členitější 
struktury, které je vhodné efektivně síťovat z důvodu zvyšujícího se času výpočtů. V 
jednodušších strukturách je dostačující nastavení sítě na normal. Přesnost sítě již byla 
podrobně rozebírána v kapitole 7.3, další podrobnější informace jsou dostupné v manuálu 
Comsolu [2] . 
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Zahájení výpočtů je provedeno tlačítkem Compute. Čas výpočtů pro jednoduché struktury 
obvykle nepřesahuje jednotky minut, záleží na výkonu počítače. Výsledkem simulace je 
vygenerovaný graf s rozložením potenciálu (obrázek 9.3).  
 
V post-processingu je možné upravovat grafický výstup nebo provádět další výpočty, 
které vycházejí ze souboru řešení. Nejsnadnější cesta, jak spočítat kapacitu, je funkce global 
evaluation. Tato funkce se nachází pod položkou derived values. Vybere se geometrie, která 
má být zahrnuta do výpočtů a ze seznamu expressions se vybere capacitance, případně se 
ručně vypíše es.C11 a tlačítkem evaluate je dopočtena kapacita, která se zapíše do tabulky.  
 
Výše popsaným postupem byly nastaveny tyto konkrétní parametry: 
 
  - materiál elektrod - měď, relativní permitivita 1 
  - dielektrikum vzduch, relativní permitivita 1 
  - okrajová podmínka ground pro všechny plochy záporné elektrody  
        (na obrázku 10.6 vykresleno modrou barvou) 
  - okrajová podmínka terminal pro všechny plochy kladné elektrody  
        (na obrázku 10.6 vykresleno červenou barvou), nastaven potenciál 1 V 
  - jemnost sítě nastavena na normal 
 
Výsledná kapacita dané struktury vychází 6,628 ∙ 10−14𝐹. Vydělením kapacity plochou 
je získána hodnota, která je vhodná k porovnávání efektivnosti využití zabrané plochy. Pro 
simulovaný kapacitor s motivem Hilbertovy křivky třetí iterace vychází 4,41 ∙ 10−15𝐹/𝑚𝑚2. 
 
9.1 Srovnání interdigitálního a fraktálního kapacitoru  
 
 Interdigitální kapacitor se řadí mezi konvenční typy kapacitorů. Konstrukce jeho 
elektrod je zobrazena na obrázku 9.4. simulovaný kapacitor má následující rozměry: 
  
tloušťka vodivých cest 20 µm 
vzdálenost elektrod 0,125 mm 
šířka vodivých cest 0,125 mm 
délka x šířka 3,875 x 3,875 mm 
celková plocha 15,02 mm2 
Tabulka 9.1 - Rozměry interdigitálního kapacitoru 
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Obrázek 9.4 - Rozměry interdigitálního kapacitoru 
 
 
Simulací spočtená kapacita vychází 7,757 ∙ 10−14𝐹. Poměr kapacity na plochu je roven 
hodnotě 5,16 ∙ 10−15𝐹/𝑚𝑚2. 
 
Porovnáním předchozího výsledku fraktálního kapacitoru s motivem Hilbertovy křivky je 
zřejmé, že interdigitální kapacitor má větší kapacitu o zhruba 17 %. Protože obě simulované 
struktury zabírají stejnou plochu (resp. objem), poměr kapacit na plochu by byl také rozdílný 
o 17 %.  
 
Další parametr, který může být porovnán, je aktivní plocha elektrod. I když mají obě 
struktury velikostně shodný profil dielektrika a kapacitory stejný celkový objem, jednotlivé 
plochy elektrod podílející se na velikosti kapacity jsou různé. Plochy elektrod interdigitálního 
kapacitoru (kolmé k vertikální ose, uvnitř struktury - obrázek 9.5) jsou pro kladnou i zápornou 
elektrodu shodné, velikost činí 1,1275 mm2. Plochy elektrod fraktálního kapacitoru jsou 
1,0925 mm
2
 a 1,2125 mm
2
. Celkově má fraktální kapacitor větší plochu elektrod. Menší z 
elektrod je o 3,1 % menší než u interdigitálního kapacitoru. Z tohoto porovnání plyne, že 
kapacita se musí snižovat díky dalšímu faktoru, nejen kvůli menší ploše jedné z elektrod. 
Důvod, který způsobuje toto snižování kapacity, je vliv rohů a zaoblení, čemuž se věnuje 
10. kapitola. Rozložení potenciálu po provedení simulace je na obrázku 9.6. 
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Obrázek 9.5 - Aktivní plochy elektrod interdigitálního kapacitoru (modře) - výřez 
 
 
 
Obrázek 9.6 - Rozložení potenciálu na interdigitálním kapacitoru 
 
9.2 Porovnání fraktálního a interdigitálního kapacitoru s vnějším 
rozptylovým polem 
 
Předchozí simulace byly uvažovány za předpokladu, že elektrické pole nezasahuje vně 
struktury. Ve skutečnosti elektrické pole vždy zasahuje i mimo strukturu, nerozprostírá se 
pouze horizontálně mezi elektrodami a tak ovlivňuje vlastnosti kapacitoru, jak je naznačeno v 
kapitole 6.3. Následující simulace vychází z předchozích příkladů, změna je pouze v 
přidaném okolním vzduchu (𝜀r = 1), který je realizován kvádrem s rozměry 4,2 x 4,2 x 0,1 
mm. To odpovídá přesahu o 0,16 mm do stran a 0,04 mm nad a pod strukturu. Větší rozměry 
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není potřeba uvažovat z důvodu rychlého poklesu intenzity pole s rostoucí vzdáleností. 
Podmínky simulací obou struktur jsou nastaveny shodně. 
 
Pro kapacitor s motivem Hilbertovy křivky kapacita vychází 2,892 ∙ 10−13𝐹 , pro 
interdigitální kapacitor vychází 3,355 ∙ 10−13𝐹.   Rozdíl mezi kapacitami obou struktur je 
16 %, což koreluje s výsledkem simulace bez rozptylového pole. Kapacita pro jednotlivé 
struktury vlivem rozptylového pole vzrostla zhruba 3,3 krát, což je poměrně vysoká hodnota, 
vypovídající o nezanedbatelném vlivu okolního prostředí. 
 
 
Obrázek 9.7 - Ukázka rozptylového elektrického pole 
 
10 Vliv geometrického tvaru elektrod na kapacitu 
 
Následující simulace se zabývá vlivem geometrického tvaru elektrod na kapacitu. Z 
předchozích studií vyplývá, že kapacita může klesat, i když je dosaženo delšího rozhraní 
elektrod. Pro jednoznačnost budou zkoumány tři podobné struktury.  
 
 - rovné elektrody, dielektrikum ve tvaru hranolu 
 - elektrody s ostrou hranou 
 - elektrody se zaoblením 
 
Rozměry struktur jsou naznačeny na obrázku 10.1 a 10.2. Relativní permitivita je pro 
všechny kapacitory stejná, 𝜀𝑟 = 1. Elektrody jsou umístěny na protilehlých delších stranách, 
patrné z obrázku 10.3, znázorňující rozložení elektrického pole. 
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Obrázek 10.1 - Rozměry kapacitoru s dielektrikem ve tvaru hranolu, elektrody jsou umístěny 
na dvou protilehlých delších stranách 
 
Obrázek 10.2 - Rozměry kapacitoru s ostrou hranou a zaoblením (pohled shora), výška obou 
struktur je 10 mm (obdobně jako obr. 10.1) 
 
Dosažené výsledky ze simulací: 
 
typ struktury kapacita [pF] objem dielektrika 
[cm
3
] 
plocha kladné 
elektrody [cm
2
] 
plocha záporné 
elektrody [cm
2
] 
hranol 0,88542 10 10 10 
ostrý roh 0,84652 10 9 11 
zaoblení 0,83764 9,57 8,79 10,3 
Tabulka 10.1 - Výsledky simulací zahrnující vliv geometrie elektrod 
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Porovnáním kapacitorů tří různých tvarů bylo zjištěno, že největší kapacity dosahuje 
první struktura - s rovnými elektrodami. Kapacitor s ostrou hranou vykazuje pokles kapacity o 
4,4 %. Zaoblení způsobí další pokles, celkově na 5,4 % oproti první struktuře. 
 
 Tento pokles je v praktickém použití možné zanedbat, avšak pro účel fraktálních 
kapacitorů je zásadní. Protože fraktální kapacitory ze své podstaty obsahují velký počet 
záhybů, hran či zaoblení - dle zvoleného motivu, vliv na celkovou kapacitu nebude 
zanedbatelný, jednotlivé účinky se sečtou a výsledkem je nižší kapacita než u jednoduchých 
rovných rozhraní. U zaoblené struktury je eliminována rozdílná vzdálenost elektrod, podle 
obrázku 10.3, elektrické pole směřuje ve směru normál mezi elektrodami. Rovná struktura má 
elektrické pole rozloženo rovnoměrně v celém svém objemu, stejně i velikost intenzity 
elektrického pole je všude stejná (100 V/m při potenciálu 1 V) . Hrany a zaoblení způsobují 
nerovnoměrné rozložení elektrického pole, viz obrázek 10.3, u zaoblené struktury má 
elektrické pole směr normál k elektrodám. V obou případech je patrné zhuštění siločar v 
oblasti záhybů, což značí větší akumulaci náboje v těchto místech. 
 
 
 
Obrázek 10.3 - Rozložení elektrického pole v kapacitoru s ostrou a zaoblenou hranou 
 
Zhuštění náboje v místech ohybů má za následek vyšší elektrické namáhání, viz obrázek 
10.4. Zaoblením je dosaženo snížení maxima velikosti elektrického pole na téměř polovinu 
oproti ostré hraně, kde je maximum rovno 381,8 V/m, se zaoblením pouze 174,6 V/m (na 
elektrodách je potenciál 1 V). To znamená, že přidáním zaoblení se při konstantní elektrické 
pevnosti dielektrika znatelně zvýší provozní napětí.  
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Obrázek 10.4 - Zobrazení velikosti intenzity elektrického pole při potenciálu 1V 
 
11 Náhodný tvar elektrod 
 
 
Stejně jako u elektrolytických kapacitorů, kde je jedna elektroda záměrně naleptána, aby 
se zvětšila její plocha, mohou být i elektrody laterálního kapacitoru obdobným způsobem 
leptány a různými náhodnými procesy formovány. 
 
V následující simulaci je vytvořena struktura laterálního kapacitoru, která má obě 
elektrody zvětšeny o náhodnou velikost v daném rozmezí. Neměnná část elektrod má šířku 2 
mm, náhodným procesem se materiál přidává v rozmezí 0 až 1 mm. To znamená, že 
minimální mezera mezi elektrodami činí 1 mm a maximální 3 mm. Tloušťka elektrod je 1 mm, 
viz obrázek 11.1. 
 
 
Obrázek 11.1 - Laterálního kapacitor s náhodnou velikostí elektrod, vlevo pohled zepředu, 
vpravo zobrazení v prostoru 
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Proces náhodného přidávání materiálu byl vytvořen v Matlabu. Na vodorovné ose o délce 
50 bodů (50 mm) bylo upravenou funkcí, která vychází z funkce rand(), vertikálně přidáváno 
od 0 do 1 mm, za podmínky rovnoměrného rozdělení hodnot. Takto vzniklé křivky byly 
importovány do SolidWorks, kde byla zhotovena kompletní geometrie a poté simulována v 
Comsolu. Kapacita této struktury, která je nazvána jako náhodná, je 2,3284 ∙ 10−13𝐹. 
 
 
 
Obrázek 11.2 - Výsledek simulace laterálního kapacitoru s náhodnou velikostí elektrod, 
zobrazeno rozložení potenciálu 
 
Výpočtem bylo zjištěno, že mezera (šířka dielektrika), která tvoří kapacitor s ekvivalentní 
kapacitou v souladu s  předchozí simulací, má velikost 𝑑 =  1,901 𝑚𝑚. 
 
Výpočet: 
 
𝐶 =  𝜀0∙
𝑆
𝑑
     →     𝑑 =  𝜀0∙
𝑆
𝐶
 
 
  z předchozích výsledků platí: 
   
     𝐶 =  2,3284 ∙ 10−13𝐹 
   𝜀0 =  8, 8542 ∙ 10
−12𝐹 ∙ 𝑚−1 
   𝑆 =  5 ∙ 10−5𝑚 
 
𝑑 =  𝜀0∙
𝑆
𝐶
= 1,901 𝑚𝑚 
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Obrázek 11.3 - Nákres kapacitoru, který má ekvivalentní kapacitu jako kapacitor s náhodnou 
velikostí elektrod (tloušťka struktury je 1 mm), pohled shora 
 
Pokud by nedošlo k jakémukoliv přidání materiálu, tloušťka dielektrika by odpovídala 
maximální hodnotě, tzn. 3 mm po celé délce. Dosazením do předchozí rovnice nebo 
výpočtem v Comsolu vychází, že takováto struktura má kapacitu 1,476 ∙ 10−13𝐹. 
 
Srovnání kapacit a rozměrů: 
 
Typ struktury Tloušťka dielektrika Kapacita 
náhodná 1 až 3 mm 2,328 ∙ 10−13𝐹 
ekvivalentní 1,901 mm 2,328 ∙ 10−13𝐹 
s max. vzdáleností 3 mm 1,476 ∙ 10−13𝐹 
Tabulka 11.1 - Srovnání kapacit a rozměrů pro náhodný tvar elektrod 
 
Rozdíl v kapacitě, který vznikne přidáním materiálu, činí 57 %.  
 
Z předchozích výsledků vyplývá, že pokud by byla technologie výroby laterálního 
kapacitoru omezena určitou minimální šířkou cest z technologických důvodu litografie a bylo 
by k dispozici dielektrikum s dostatečnou elektrickou pevností, mohla by být kapacita 
zvětšena vhodným kontrolovaným aditivním procesem. Tento proces by musel být natolik 
kontrolovatelný, aby přidaný materiál nevytvořil zkrat a nepřesáhl určitou mez minimální 
šířky dielektrika. Zároveň by bylo vhodné, aby materiál přibýval ideálně pouze v 
horizontálním směru na substrátu. Tato technologie by byla výhodná pro překonání omezení 
minimálních rozměrů danými litografií. Bylo by nutné uvažovat vyšší namáhání dielektrika 
vlivem větších lokálních velikostí elektrického pole. 
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12 Porovnání laterálních a deskových kapacitorů 
 
Možnosti, jak zrealizovat kapacitor na čipu, jsou v podstatě dvě. Buď je vyroben 
konvenční deskový kapacitor, který potřebuje dvě vodivé vrstvy, nebo se kapacitor vyrobí 
jako laterální - v jedné vodivé vrstvě. Základní otázkou zůstává, který typ vybrat pro 
konkrétní aplikaci, jaké budou geometrické rozměry při stejném požadavku na kapacitu. 
 
Výhodou laterálních kapacitorů je redukce parazitní kapacity do substrátu, lepší souběh, 
menší sériový odpor nebo vyšší rezonanční kmitočet [24]. 
 
V praxi je důležité předem spočítat, jakou velikost by kapacitor zabíral, v první nebo 
druhé podobě. V Matlabu byl vytvořen speciální program (obr. 12.2), který ze zadaných 
parametrů vypočítá velikost laterálního kapacitoru a porovná jej s deskovým. Laterální 
kapacitor je počítán jako soustava stejně velikých elektrod se shodnou vzdáleností. Šíře 
elektrod a mezery vyplněné dielektrikem mají stejnou velikost. Jedná se o zjednodušený 
model interdigitálního kapacitoru, který nemá postranní část elektrod, zobrazeno na obrázku 
12.1. Tento program přibližně předpovídá jaké minimální rozlišení by bylo potřeba, aby bylo 
dosaženo zadané kapacity na plochu 1 𝑚𝑚2, relativní permitivita je interně nastavena na 1. 
 
Příklad výpočtu: 
 
 Zadáno:  kapacita na plochu 𝐶𝑆 = 4,42 ∙ 10
−13  𝐹/𝑚𝑚2 
   tloušťka elektrod   20 µm 
    
 Spočteno (pro plochu 1 𝑚𝑚2): 
 
  laterální kapacitor 
   rozlišení čára/mezera:  13,7 ∙ 10−6 𝑚   
   minimální počet jednotlivých kapacitorů: 36 
 
  deskový kapacitor 
   maximální tloušťka dielektrika: 20 ∙ 10−6 𝑚 
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Obrázek 12.1 - Vypočtená geometrie laterálního kapacitoru pro 
 𝐶𝑆 = 4,42 ∙ 10
−13  𝐹/𝑚𝑚2 
 
 
Pro přehlednost je uvedena tabulka s parametry obou struktur: 
 
 Laterální Deskový 
kapacita 4,42 ∙ 10−13  𝐹 4,42 ∙ 10−13  𝐹 
plocha  1 𝑚𝑚2 1 𝑚𝑚2 
rozlišení čára/mezera 13,7 µ𝑚 - 
tloušťka elektrod 20 µ𝑚 - 
max. tloušťka dielektrika  20 µ𝑚 
relativní permitivita 1 1 
Tabulka 12.1 - Přehled rozměrů ekvivalentních struktur laterálního a deskového kapacitoru 
 
 Tloušťka elektrod pro laterální kapacitor je zvolena relativně velká, pokud by byl 
zhotoven reálný prvek, mohla by být tloušťka o řád menší - např. 2 µ𝑚. V tomto případě by 
rozlišení čára mezera kleslo na  4,44 µ𝑚.  
 
 Výsledky jsou pouze přibližné, ve skutečnosti by laterální kapacitor musel mít po 
stranách elektrody - vytvořil by se tak interdigitální kapacitor, čímž by se kapacita mírně 
změnila (pravděpodobně snížila), zároveň je nutné uvažovat vnější rozptylové pole, které by 
značně ovlivnilo (zvýšilo) celkovou kapacitu. Dále musí být uvažována rozdílnost relativní 
permitivity substrátu a dielektrika, které se nachází mezi elektrodami. Při větší relativní 
permitivitě substrátu než dielektrika mezi elektrodami se změny kapacity vlivem zmenšení 
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rozlišení čára/mezera projeví podstatně méně. Důvodem je, že elektrické pole by se 
rozprostíralo především v substrátu. [21] 
 
 
 
Obrázek 12.2 - Program na výpočet rozlišení laterálního a ekvivalentního deskového 
kapacitoru 
 
13 Vliv teplotní roztažnosti na laterální kapacitor 
 
Program Comsol Multiphysics umožňuje propojení několika různých, vzájemně 
závislých simulací a vytvoření komplexního modelu, který zahrnuje více fyzikálních vlivů. V 
případě laterálního kapacitoru byla vytvořena simulace, která zkoumá vliv teplotní roztažnosti 
na kapacitu. Celkem jsou propojeny tři simulace. Nejdříve se spočítá rozložení tepla (modul 
heat transfer), následuje výpočet teplotní roztažnosti (solid mechanics) a nakonec výpočet 
kapacity (electrostatics). Aby bylo možné porovnat vliv teplotní roztažnosti, provede se 
simulace ještě jednou, při počáteční teplotě. Tato kapitola shrnuje přehled užitých materiálů a 
jejich parametry, ukazuje studovanou geometrii a nastavení sítě a jednotlivých simulací. 
 
Model je tvořen třemi materiály - křemíkový substrát, měděný laterální kapacitor a okolní 
vzduch, podrobnější parametry materiálů jsou shrnuty v tabulce 13.1: 
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 křemík měď vzduch 
koeficient tepl. rozt. [K
-1
] 2,6·10-6  17·10-6  
tepelná kapacita [J·kg-1 ·K-1] 700 385 Cp(T) 
relativní permitivita [-] 11,7 1 1 
hustota [kg·m-3] 2329 8700 rho(pA,T) 
teplotní vodivost [W·m-1·K-1] 130 400 k(T) 
Youngův modul [Pa] 170·109 110·109  
Poissonův koeficient [-] 0,28 0,35  
Tabulka 13.1 - Materiálové konstanty křemíku, mědi a vzduchu 
 
Vzduchem vyplněné okolí je při výpočtech tepelné roztažnosti zanedbáno, z toho důvodu 
některé materiálové parametry nejsou potřeba. Materiálové parametry vzduchu jsou v 
Comsolu definovány funkcemi: 
 
 
Obrázek 13.1 - Funkce definující materiálové parametry vzduchu 
 
 Parametr T je teplota [K] a pA tlak [Pa], tyto hodnoty jsou závislé na dalších 
proměnných a na počátečních podmínkách, v průběhu simulace jsou dopočítávány. 
 
 Geometrie struktury je na obrázku 13.2. Křemíkový substrát o rozměrech 5 x 5 x 
0,375 mm je v levém spodním rohu opatřen laterálním kapacitorem a umístěn ve vzduchovém 
obalu, který má tloušťku 0,1 mm nad substrátem a 0,025 mm pod substrátem. 
 
Síť v Comsolu byla nastavena na předdefinovaný typ coarser, při jemnější síti nebylo 
možné simulaci nechat proběhnout do konce, objevovala se chyba nedostatku paměti RAM 
(na simulačním počítači instalováno 8GB). Přesnost výpočtů by měla být v tomto případě 
dostačující, při pohledu na hotovou síť lze pozorovat dostatek bodů i v nejmenších částech 
struktury. 
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Obrázek 13.2 - Rozměry struktury kapacitoru na křemíkovém substrátu pro analýzu vlivu 
teploty na kapacitu (pohled shora, izometrický a boční pohled) 
 
 
Obrázek 13.3 - Detail interdigitálního kapacitoru umístěného na křemíkovém substrátu 
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 V teplotní analýze je nastavena počáteční teplota 293,15 K. Na spodní straně 
křemíkového substrátu je nastaveno 353,15 K a na pravé boční stěně 333,15 K. Menší teplota 
na boční straně odpovídá většímu odvodu tepla. Pokud by teplota celé struktury byla 
homogenní, zadala by se přímo do vstupu simulace teplotní roztažnosti a první krok by se 
přeskočil. Druhý krok, teplotní roztažnost, tedy vychází z předem vyřešeného rozložení tepla. 
Křemíkový substrát je ze spodní strany nehybně upevněn okrajovou podmínkou fixed 
constraint, takže vychýlení (roztažení) spodní strany vlivem vyšší teploty je nulové, jakoby 
byl křemík přilepen k materiálu nepodléhající teplotní roztažnosti. V poslední části simulace, 
která počítá kapacitu, jsou nastaveny okrajové podmínky potenciálu na elektrodách, stejně 
jako v předchozích výše uvedených simulacích. 
 
 
 
 
Obrázek 13.4 - Rozložení tepla simulované struktury s okrajovými podmínkami 353,15 K na 
spodní straně a 333,15 K na pravé boční straně křemíkového substrátu 
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Obrázek 13.5 - Vliv teplotní roztažnosti na křemíkový substrát s laterálním kapacitorem 
(spodní strana připevněna) 
 
 
Výsledky simulace jsou patrné na obrázcích 13.4 a 13.5. Teplotní analýza zobrazuje 
gradient teploty který vznikl rozdílnými teplotami mezi spodní a boční stěnou. Ačkoliv je 
rozdíl poměrně velký (20 K), směrem od boční stěny dochází k rychlému vyrovnání teploty a 
ve zbytku struktury je teplota téměř homogenní. Dále z obrázku 13.5 je patrné, že spodní 
strana křemíku je upevněna - posun materiálu je zde nulový, největší vychýlení (posun) 
materiálu nastává na vrchní straně struktury. 
 
Kapacita při nulové teplotní roztažnosti je rovna hodnotě 4,1726e-12 F. Kapacita teplem 
deformované struktury je 4,1732e-12 F, což je o 0,01% více. Z výsledku vyplývá, že laterální 
kapacitor je dostatečně teplotně stabilní, pravděpodobně mnohem větší změnu kapacity by 
způsobil ohřev dielektrika.  
  
51 
 
14 Impedance 
 
Jedním z parametrů charakterizující kondenzátor je impedance. Tento parametr je 
důležitý v harmonické analýze, neboť udává, jak se součástka chová při střídavém proudu. 
 
V Comsolu se výpočet impedance nachází v modulu AC/DC buď v rozhraní Magnetics 
and electrics fields nebo v rozhraní Electric currents, které je vhodné, jestliže je vliv 
indukčnosti zanedbatelný a rotace proudu je nulová (∇ × 𝐉 = 0). [2].  
 
V prvním případě, pokud je zvoleno rozhraní Magnetics and electrics fields, se ve 
frekvenční oblasti řeší tyto rovnice: 
 
∇ ∙ 𝐉 = 0   (14.1) 
∇ × 𝐇 = 𝐉  (14.2) 
𝐉 = σ𝐄 + 𝑗𝜔𝐃 + 𝐉𝐞 (14.3) 
𝐄 = −∇𝑉 − 𝑗𝜔𝑨  (14.4) 
𝐁 = ∇ × 𝐀  (14.5) 
 
kde:  𝐉 - proudová hustota [A/m2] 
  𝐉𝐞 - externí proudová hustota [A/m
2
] 
  𝐇 - intenzita magnetického pole [A/m] 
  𝐄 - intenzita elektrického pole [V/m] 
  𝐃 - indukce elektrického pole [C/m2] 
  𝐀 - magnetický potenciál [Wb/m] 
  𝑉 - elektrický potenciál [V] 
  𝜔 - úhlový kmitočet [rad/s] 
  σ - elektrická vodivost [S/m] 
 
jako závislé proměnné zde vystupují magnetický a elektrický potenciál, více v [2]. 
 
V některých případech může nastat problém s konvergencí řešení, z toho důvodu se 
využívá kalibrace magnetického potenciálu (gauge fixing), které odpovídá rovnice: 
 
∇ ∙ 𝐀 = 0  (14.6) 
 
Tato podmínka se v Comsolu nastavuje pod položkou Ampere's Law and Current 
Conservation → Gauge fixing for A-Field. 
   
Indukčnost 𝐿 a kapacita 𝐶 se vypočítá ze vztahů: 
 
𝐿 =
2𝑊𝑚
𝐼2
         𝐶 =  
2𝑊𝑒
𝑈2
  (14.7) 
 
kde   𝑊𝑚  je energie magnetického pole [J]  
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   𝑊𝑒  je energie elektrického pole [J] 
   I je proud [A] a U napětí [V] 
 
Teorie elektromagnetismu přesahuje rozsah této práce, proto zde není uveden přímý 
obecný výpočet impedance z Maxwellových rovnic, ale je zde předveden pouze způsob, jak 
se výpočty provádí v Comsolu. Pro tento účel se vychází z modifikovaných modelů 
dostupných v knihovně modelů (model library), více informací je možné čerpat z [15] nebo 
[2]. 
 
Jako příklad výpočtu je vybrána struktura fraktálního kapacitoru s motivem Hilbertovy 
křivky, stejně jako v kapitole 9, která je simulována v rozhraní Magnetics and electrics fields. 
Aby řešení konvergovalo, je užito podmínky kalibrace magnetického potenciálu. Frekvence 
proudu se v Comsolu nastavují pod položkou studie - frequency domain. V tomto příkladu 
jsou frekvence nastaveny metodou number of values, s počáteční frekvencí 1·103 Hz, 
koncovou frekvencí 1·103 Hz a celkovým počtem 15 hodnot, viz. tabulka 14.1. 
 
Výpočet impedance, resp. admitance se provádí v post-processingu výběrem funkce 
derived values, global evaluation. 
 
 Výsledky: 
 
frekvence [Hz] impedance [Ω] |z| [Ω] ϕ [°] 
1,00E+03 501,0654-0,0922i 501,1 -90,0 
7,24E+04 501,0374+3,7343i 501,1 89,6 
1,44E+05 500,951+7,5596i 501,0 89,1 
2,15E+05 500,8062+11,3821i 500,9 88,7 
2,86E+05 500,6031+15,2008i 500,8 88,3 
3,58E+05 500,3419+19,0141i 500,7 87,8 
4,29E+05 500,0228+22,8207i 500,5 87,4 
5,01E+05 499,6459+26,6194i 500,4 87,0 
5,72E+05 499,2116+30,4089i 500,1 86,5 
6,43E+05 498,7201+34,1878i 499,9 86,1 
7,15E+05 498,1718+37,9548i 499,6 85,7 
7,86E+05 497,5671+41,7087i 499,3 85,2 
8,57E+05 496,9063+45,4483i 499,0 84,8 
9,29E+05 496,19+49,1723i 498,6 84,4 
1,00E+06 495,4186+52,8795i 498,2 83,9 
Tabulka 14.1 - Impedance fraktálního kapacitoru 
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Obrázek 14.1 - Impedanční charakteristika fraktálního kapacitoru 
 
Ve výsledcích, které shrnuje tabulka 14.1 je vidět, že impedance s rostoucím kmitočtem 
klesá, což odpovídá kapacitnímu charakteru součástky. Dále, kromě první frekvence, je úhel 
(argument) komplexního čísla impedance blízký hodnotě 90°. První hodnota má opačný úhel 
(-90°), pravděpodobně z důvodu uplatnění indukční složky na nižších kmitočtech, která 
vzniká na základě složitého tvaru elektrod.  
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Závěr 
 
Cílem této diplomové práce bylo prozkoumat, zda je možné pomocí fraktální geometrie 
zvýšit kapacitu laterálních kapacitorů. Pro výpočet kapacity složitějších uspořádání geometrií, 
bylo použito programu Comsol Multiphysics. 
 
Základní myšlenka o růstu velikosti kapacity laterálního kapacitoru s fraktálním 
rozhraním, je zřejmá a byla již prokázána i v jiných pracích, např. [7],[10]. Stačí si uvědomit, 
že každá následující iterace vyžaduje menší vzdálenost mezi elektrodami tak, aby všechny 
záhyby fraktálu vynikly i pro nejmenší detaily. Protože jsou elektrody blíže sobě, dokážou na 
sebe přitáhnout větší množství náboje, čemuž odpovídá větší kapacita, kterou podpoří i 
vzniklé delší dielektrické rozhraní. Je zřejmé, že tímto způsobem vzroste kapacita i u 
konvenčních interdigitálních kapacitorů. 
 
K objektivnímu zhodnocení, zda fraktální kapacitory dosahují větší kapacity než 
konvenční kapacitory, byly výsledky porovnávány s interdigitálním kapacitorem. Porovnáním 
se ukázalo (kapitola 9.1), že větší kapacitu má interdigitální kapacitor, což vyvrací hypotézu, 
že fraktální geometrie bude užitečná při zvyšování kapacity. Ačkoliv fraktální rozhraní 
laterálního kapacitoru může dosahovat větší délky než obvyklý meandr (interdigitální 
kapacitor), kapacita bude i přesto menší. Příčinou je snižování kapacity vlivem nerovnosti 
elektrod, v kapitole 10 jsou zkoumány tři různé podobné geometrie. Z výsledků vyplývá, že 
rovné elektrody vytváří větší kapacitu než jiné tvary se stejnou vzdáleností mezi sebou 
(konstantní tloušťka dielektrika). Jelikož fraktální útvary obsahují velké množství různých 
záhybů a ohybů, působí tím proti růstu kapacity a tak se eliminuje účinek delšího rozhraní. 
 
Zjištění, že fraktální rozhraní nedokáže zajistit větší kapacitu než obvyklé uspořádání 
interdigitálního kapacitoru zatím nebylo v odborné literatuře popsáno. Dalším přínosem této 
práce je metoda, jak modelovat složitější geometrické struktury v programu Comsol, popsané 
v kapitole 8. Tato metodika je užitečná i v jiných oblastech numerického modelování 
fyzikálních problémů. Praxe ukazuje, že aplikace fraktálů je vhodná například pro návrh antén. 
K tomuto návrhu může opět posloužit program Comsol Multiphysics, který obsahuje 
nadstavbu Radio Frequency kde lze navrhovat antény, přičemž tvorba geometrie zůstává 
stejná. Z oblasti fraktální geometrie tato práce přináší nový zajímavý poznatek - sinus fraktál. 
Tento fraktál poukazuje na možnost vytvářet geometricky hladké struktury, které jsou 
obdobně, jako známé popsané fraktály, teoreticky nekonečně členité. V elektrostatice hladkost 
geometrie znamená snížení velikostí maxim elektrického pole, pravděpodobně i v jiných 
oblastech tato vlastnost může příznivě ovlivnit některé parametry dané aplikace. 
 
Zjištěné vlastnosti fraktálních kapacitorů předurčují tuto teorii k jinému využití než je 
zvýšení kapacity. Vzhledem ke složitému tvaru elektrod by mohly být fraktální kapacitory 
využívány v oblasti, kde je tvar elektrod důležitý i z jiného důvodu, nabízí se například 
senzorika, optika a jiné.   
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Příloha I - Generace sinus fraktálu 
 
Skript sinus fraktálu (sinus_fractal.m) 
 
% sinus fractal 2. iterace 
stps = 2000 ;           % počet kroků, jemnost 
a = 0.3;                % amplituda superponované sinusovky 
b = 7;                  % počet superponovaných sinusovek 
  
x = linspace (0,4*pi,stps); 
y = sin (x); 
  
dist = linspace(0, 4*pi, stps);     %od 0 do 4*pi, stps dilku 
dist = a*sin(b*dist);            %od 0 do 4*pi, stps dilku 
  
[a,b] = offset2(x,y,dist); 
line (a,b,'LineWidth',1);    axis equal 
 
 
Funkce pro skript sinus fraktálu (offset2.m) 
 
function [a,b] = offset2 (x,y,dist) 
    close all; 
    len = length (x);     
             if length(x) ~= length (y)  %podminka, aby byl stejny pocet bodu x,y 
                disp('     nestejny pocet bodu x,y'); 
             else 
                            
            for n=1:(len-1)              
            alfa = atan (abs ( (y(n+1)-y(n) ))/ abs(x(n+1)-x(n)) ); 
  
                    if y(n+1)>y(n) && x(n+1)>x(n)         %podminka, ze bod B se  
              %nachazi v 1. kvadrantu  
                    a(n) = x(n) - dist(n)*cos(pi/2-alfa);  
                    b(n) = y(n) + dist(n)*sin(pi/2-alfa); 
                    end 
  
                    if y(n+1)>y(n) && x(n)>x(n+1)          % 2. kvadrant   
                    a(n) = x(n) - dist(n)*cos(pi/2-alfa);  
                    b(n) = y(n) - dist(n)*sin(pi/2-alfa);             
                    end 
  
                    if y(n)>y(n+1) && x(n)>x(n+1)          % 3. kvadrant   
                    a(n) = x(n) + dist(n)*cos(pi/2-alfa);  
                    b(n) = y(n) - dist(n)*sin(pi/2-alfa); 
                    end  
  
                    if y(n)>y(n+1) && x(n+1)>x(n)          % 4. kvadrant 
                    a(n) = x(n) + dist(n)*cos(pi/2-alfa);  
                    b(n) = y(n) + dist(n)*sin(pi/2-alfa); 
                    end 
  
             end 
                     end     
            %line (x,y,'Color','r','LineWidth',1);    axis equal     
end 
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Příloha II - Program data2file pro převod dat z Matlabu do SolidWorks 
 
 
Program data2file (d2f.m, soubor d2f.fig součástí el. přílohy)  
 
function varargout = d2f(varargin) 
 
gui_Singleton = 1; 
gui_State = struct('gui_Name',       mfilename, ... 
                   'gui_Singleton',  gui_Singleton, ... 
                   'gui_OpeningFcn', @d2f_OpeningFcn, ... 
                   'gui_OutputFcn',  @d2f_OutputFcn, ... 
                   'gui_LayoutFcn',  [] , ... 
                   'gui_Callback',   []); 
if nargin && ischar(varargin{1}) 
    gui_State.gui_Callback = str2func(varargin{1}); 
end 
  
if nargout 
    [varargout{1:nargout}] = gui_mainfcn(gui_State, varargin{:}); 
else 
    gui_mainfcn(gui_State, varargin{:}); 
end 
% End initialization code - DO NOT EDIT 
   
% --- Executes just before d2f is made visible. 
function d2f_OpeningFcn(hObject, eventdata, handles, varargin) 
 
% Choose default command line output for d2f 
handles.output = hObject; 
  
% Update handles structure 
guidata(hObject, handles); 
  
% --- Outputs from this function are returned to the command line. 
function varargout = d2f_OutputFcn(hObject, eventdata, handles)  
 
% Get default command line output from handles structure 
varargout{1} = handles.output; 
 
% --- Executes on button press in pushbutton1. 
function pushbutton1_Callback(hObject, eventdata, handles) 
 
out = [1,2,3]; 
slozka = uigetdir; 
jmeno = (get(handles.edit1,'string')); 
  
dont = 0; 
  
try 
x = evalin('base', 'x'); 
y = evalin('base', 'y'); 
  
        if ~(length(x) == length (y)) 
            msgbox('  Počet bodů x a y není shodný!') 
        end 
         
catch err 
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    dont = 1; 
 end 
  
if dont == 0 
  
z = zeros (1, length(y)); 
r=[x;y;z]; 
rn=rot90(r); 
out=reshape(rn,[],3); 
csvwrite([slozka '\' jmeno '.sldcrv'],out)  % (jmeno je typu cell) 
  
else 
    msgbox('   Ve workspace se nenachází proměnná x nebo y!')  
end 
   
function edit1_Callback(hObject, eventdata, handles) 
 
% --- Executes during object creation, after setting all properties. 
function edit1_CreateFcn(hObject, eventdata, handles) 
if ispc && isequal(get(hObject,'BackgroundColor'), 
get(0,'defaultUicontrolBackgroundColor')) 
    set(hObject,'BackgroundColor','white'); 
end 
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Příloha III - Program Kapacitory porovnávající deskové a laterální kapacitory 
 
 
Program kapacitory (kapacitory.m, soubor kapacitory.fig součástí elektronické přílohy)  
 
function varargout = kapacitory(varargin) 
 
% Begin initialization code - DO NOT EDIT 
gui_Singleton = 1; 
gui_State = struct('gui_Name',       mfilename, ... 
                   'gui_Singleton',  gui_Singleton, ... 
                   'gui_OpeningFcn', @kapacitory_OpeningFcn, ... 
                   'gui_OutputFcn',  @kapacitory_OutputFcn, ... 
                   'gui_LayoutFcn',  [] , ... 
                   'gui_Callback',   []); 
if nargin && ischar(varargin{1}) 
    gui_State.gui_Callback = str2func(varargin{1}); 
end 
  
if nargout 
    [varargout{1:nargout}] = gui_mainfcn(gui_State, varargin{:}); 
else 
    gui_mainfcn(gui_State, varargin{:}); 
end 
% End initialization code - DO NOT EDIT 
  
  
% --- Executes just before kapacitory is made visible. 
function kapacitory_OpeningFcn(hObject, eventdata, handles, varargin) 
 
% Choose default command line output for kapacitory 
handles.output = hObject; 
  
% Update handles structure 
guidata(hObject, handles); 
 
% --- Outputs from this function are returned to the command line. 
function varargout = kapacitory_OutputFcn(hObject, eventdata, handles)  
% varargout  cell array for returning output args (see VARARGOUT); 
% hObject    handle to figure 
% eventdata  reserved - to be defined in a future version of MATLAB 
% handles    structure with handles and user data (see GUIDATA) 
  
% Get default command line output from handles structure 
varargout{1} = handles.output; 
  
function cp_Callback(hObject, eventdata, handles) 
% --- Executes during object creation, after setting all properties. 
function cp_CreateFcn(hObject, eventdata, handles) 
% hObject    handle to cp (see GCBO) 
% eventdata  reserved - to be defined in a future version of MATLAB 
% handles    empty - handles not created until after all CreateFcns called 
  
% Hint: edit controls usually have a white background on Windows. 
%       See ISPC and COMPUTER. 
if ispc && isequal(get(hObject,'BackgroundColor'), 
get(0,'defaultUicontrolBackgroundColor')) 
    set(hObject,'BackgroundColor','white'); 
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end 
   
function tl_Callback(hObject, eventdata, handles) 
% --- Executes during object creation, after setting all properties. 
function tl_CreateFcn(hObject, eventdata, handles) 
% hObject    handle to tl (see GCBO) 
% eventdata  reserved - to be defined in a future version of MATLAB 
% handles    empty - handles not created until after all CreateFcns called 
  
% Hint: edit controls usually have a white background on Windows. 
%       See ISPC and COMPUTER. 
if ispc && isequal(get(hObject,'BackgroundColor'), 
get(0,'defaultUicontrolBackgroundColor')) 
    set(hObject,'BackgroundColor','white'); 
end 
   
% --- Executes on button press in calculate. 
function calculate_Callback(hObject, eventdata, handles) 
% hObject    handle to calculate (see GCBO) 
% eventdata  reserved - to be defined in a future version of MATLAB 
% handles    structure with handles and user data (see GUIDATA) 
c = str2num(get(handles.cp,'string')); 
t = str2num(get(handles.tl,'string')); 
[x,p,d]=lcap(c,t); 
ff = num2str(x); 
set(handles.fact,'string',ff); 
set(handles.pocet,'string',p); 
set(handles.diel,'string',d); 
 
 
 
Funkce lcap, na kterou se odkazuje program kapacitory (lcap.m) 
 
function [ output,pocet,d ] = lcap( cp,tl ) 
%UNTITLED2 Summary of this function goes here 
%   Detailed explanation goes here 
% clear all; 
% close all; 
clc 
  
eps = 8.8542e-12;       % permitivita vakua F/m 
t = tl*1e-6;            % tloustka elektrod m (zadává se v ) 
a=1;                   % plocha kapacitoru mm 
am=a* (1e-6);             
  
k = 1e3*eps*t*sqrt(am);  % interni konstanta 
  
p=[2*k,k,-cp];          % polynom pro vypocet 
  
r=roots(p);              
  
m=1; 
for n=1:length(r) 
    if r(n)>0 
        s(m)=r(n);         % s je počet kapacitorů 
        m=m+1; 
    end 
end 
p=ceil(s)   ;           %zaokrouhlí na nejbližší vyšší integer 
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rozl = 1/(2*p+1)*sqrt(am);     %vypocet rozliseni m 
  
fprintf('Zadaná kapacita C = %.2e F\r',cp) 
fprintf('Zadaná plocha = %.2e mm^2\r',a) 
fprintf('Zadaná tloušťka elektrod = %.2f um\r',tl) 
  
fprintf('\r') 
fprintf('Rozlišení čára/mezera:  %.2e m \r',rozl) 
  
fprintf('Min. počet jednotlivých kapacitorů: %.f\r',p) 
  
  
cl = p*eps*sqrt(am)*t/rozl; 
fprintf('kapacita lat. kapacitoru: %.2e F \r',cl) 
  
plocha = (rozl*(2*p+1))^2; 
fprintf('plocha lat. kapacitoru: %.2e m^2 \r',plocha) 
  
  
%výpočet tloušťky diel. desk. kondenzátoru 
d = (eps*am)/cp; 
fprintf('\r') 
fprintf('tloušťka diel. deskového kapacitoru: %.2e m \r',d) 
  
output = rozl*1e6; 
pocet = p; 
d = d*1e6;  
   
end 
 
 
 
